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Het stromingsbeeld bij wateronttrekking uit een
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zandpakket gelegen tussen twee moeilijk door-
laatbare lagen.

We beschouwen een zandmasse, welke zich in horizontale richting
oneindig ver uitstrekt en welke door twee homogene horizontale klel-
lagen in een drietal étages wordt verdeeld. Ve veronderstellen, dat
alle porié€n (beneden een boven de kleilagen gelegen nhreatisch opner-
vlak) met zoet water ziin gevuld. Verder nemen we a~n, dat in de
begintoestand geen stroming optreedt d.w.z, de zoetwaterpotentiaal
van het grondwater is overal nul,

We brengen nu in een punt P van het door de beide kleilagen

5

begrensde zandpakket een put asn, waaruit Q m” water per dag wordt
opgepompt. Het resulterende stromingsbeeld zal in dit rapport worden

bestudeerd in de veronderstelling, dat het zandpakket homogeen 1s en
dat de beschouwde wateronttrekking geen merkbare invloed heeft op de

potentiaal buiten het zandpakket. De laatste voorwaarde is zeker vers

vuld, wanneer beide kleilagen ondoorlaatbaar zijn, en 1is goede bena-
dering vervuld, wanneer beide kleilagen moeilijk doorlaatba-r zijn
en het zand beneden de onderste (resp. boven de bovenste) kleilaag
een voldoend grote dikte of doorlaatbaarheid heeft.

De volgende constanten zijn nu van belang.

l. De dikte D (in meters) van het zandpakket.

2. De doorlaatbaarheid k(in m/dag) van het zandpnakket.
3. De weerstand c, (in dagen) van de bovenste kleilaang.
4. De weerstand C o (in dagen) van de onderste kleilaag.

5. De afstand t;(inmeters) van de nut P tot de onderste klei-

lasge

Voor een numerieke illustratie zullen deze constanten als volgt wor-

den gekozer:
D = 1203 k = 303 cq, = 3500 (resp. cl.x&e); czﬁﬁv;ﬂg = 90 .

In dit geval zijn

(1) G:E%I en ‘C:-—E-g;
kleine getallen; we zullen aannemen dat zulks steeds het geval is,.
zij (x,y,2) een Cartesisch coﬁrdinatensteisel,‘waarvoor'het viak
z = O samenvalt met de bovenzijde van de onderste kleilazg, en
waarvoor de opwaarts gerichte z-as door de put P gaate. Het stromings-
beeld is dan rotatie-symmetrisch t.o.v. de z-as,. In Avppendix 1 wordt
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bewezen, dat bi] een bemaling van Q m” per dag de zoetwater-potentiaal

wordt gegeven door de reeks

O3

SO e BT 4 . |
(2) ¢ = = iﬁ:"@ A cos (,“"'{nﬁ --On) cos(/unzmen) KOF/JH r) o

)
Hierin is r = \/X2+y2

nul. Verder dOOI'lOOp't f\n ~ }"EQD (C’ é /\O< Al< AZ < . e -) ae nie-t“nega“
tieve wortels van de transcendente vergelijking

_ - 1T
(3) 'tgh=u+ ’

en Ko(x) de z.g. BEngelse Ffunctie van de orde

A- b
A
wanneer U en T door (1) worden gegeven. Tenslotte is
(4) 8 = arc tg l, (0 < B <™y,
1 kczyn = “n 2
en O o
1 _ - -
(5) A J COS (})nz-- Qn)dz .
n /
O

Indien beide kleilagen ondoorlasatbaar zijn, dan moet men in het
rechterlid van (2) de eerste term vervangen door

9
kWD %8 T -
In dit geval hebben we ju = E%%-, 8%_: O en & = %_en volgt dus
0 - 9 _ { ) Dy > nNzy p (AT Iy }
(6) qf— STETE 2 — cos( 2 Yeos( = AO{ i )= log r i,

welk resultaat reeds door M. MUSKAT (1937,blz. 267) werd gevonden. In
het bijzondere geval Cp =02 hebben we @n = 0 en wordt de potentiaal

dus gegeven door een reeks van de wvorm

OO

<P = , Cncos{}hz) Kogpnr) .

n=

Reeds G.Js DE GLEE (1930,blz. 59) bewees deze formule, evenwel zonder
de coefficienten.Cn expliciet aan te geven.

Gebruik makend van het feit, dat O en T klein zijn, kan men
bewijzen (zie Appendix II), dat in goede benadering geldt
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Verder

voor x>0 (zie G.W. WATSOW, 1941@1@. 207)

(0 < } < D;0 =< z<D) wordt dus voor niet te klcine wa-rden r de po-

tentiaal in goede benadering geceven door

roha
L)
1&*4”

In het geval. cy
den door

(9)

Zoals bekend volgen de beide laatste formules ook uit een veresnvou-
digde één-~dimensicnale voorstelling van het stromingsbe~1d (waarbij
de verticale snelheids-componenten worden verwaarloosd).

Voor grote waarden r wordt de potentiaal @(r,z) met voldoende
nauwkeurigheid door (8) gegeven. Voor kleine wa~rden r mag evenwel
de verticale component van de stroomsnelheid niet meer worden ver—
waarloosd, en is dus de benaderingsformule (8) ongeldig. Voor het
onderzoek van het stromingsveld in de buurt van de out P zou men dus
gebruik moeten maken van de exacte formule (2). De hierin voorkomende
reeks convergeert wegens (7) weliswaar voor elke nositieve waarde r,
doch is slechts langzaam convergent, wenreer r klein is. Voor nume-
rieke berekeningen is formule (7”) dus ongeschikt, wanreer r klein is
en zelfs onbruikbaar als r = O, Dasrom is het gewenst formules te
geven voor de potentiaal ¢(r,z), die voor kleine waarden r beter
bruikbaar ziijin dan formule (2),

De berekening van de potentiaal.~§4rym) voor kleine waarden r is
vrij eenvoudig in het geval, dat zowel Cq als ¢4 ean der waarden O
0f oo aanneemt. In dit geval kan men nl. het veld van de put P tussen
de kleilagen vervangen door het veld in een oneindig homogeen zand
van een reeks putten en bronnen in de punten z = 2nbD +3
(n= +.-2,-1,0,1,2,.+.+) van de z—as. Hiervan uitgaande, wordt in
appendix III bewezen, dat voor r <D de berekening van <€(r, z) kan
geschieden aan de hand van de volgende formules.
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- X . =2=Z . _ 2%z
(10) R=135 ;5 *=27F B =2
en

Si = +1 als C; = + o9 '
} i = (1,2).
— i — _
= -1 Ci = O
Dan 1is
(11) O ( ) = 2 [A( )+ o (R, % )+Si\_(’% ) O 3 A(R,4 +f>t)§s
Tir2)= = gemp LA oAU, =0 )40 95 ‘
me-t
(12) Agﬁ y)= ?;éé:f' - B(%,y)* B(%,*Y)'
57y
De hierin voorkomende functie B(g,y) wordt berekend volgens
O
m
- J )
(13) B(%y}’) Z:. Igl 1121 (§>2m \} (?m (y),
O ﬂ G
waarin
3 4a B _ r(y-*-l)
} (y)= ay In i (y+1)= "Fq'("y_l_l*r— .

Van de functie Y(y) en zijn afgeleiden Y(h) (v) (h = 1424 e ») stasn
tabellen ter beschikking (zie JAHNKE-TMDE blz., 16-19),

In het geval ¢y = ¢, =t kan (11) vereenvoudigd worden (zie
voetnoot bij Appendix III) tot

(14)  @(r,z)= - 81{%( = [A(ZR,&:{)#- A(2R,-2B)+ 4 1n 2] \

welke formule voor r=0 wegens (10), (12) en (13) overgaat in

Indien O £ 5
snelheid v

e 2 1 J,_9 ] N 5___.1._.
(15 vio,e) | [ (S-—-Z)Z (S—i—z)Z] ) 16 M D¢ {'

- Y3 - Y Vi3],

n cy = ¢, =9, dan geldt dus voor de (verticale)
'b
~§£~ in het punt (0,z) van de bronas

{
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o
daar verder de functie 1 (x) veoor x> -1 monotoon afneemt volgt uit
(14)
sf-'*‘%ﬁ - ‘i
™ st L
V(W,KE ?_: in - W“WJ !

mlﬁfﬂ«im§;§r en Cq = C, =0 . Hierin is het rechterlid geliijkx aan de
stroomsnelheid in het punt (0,z) voor het geval D =o0e (er iz geen
= 0). In het alge-

meen Xan men zeggen, dat bii het wegnemen van de bovenlang de absolute

bovenlaag, doch alleen een ondoorlaatbare basis

!,!a
.

waarde van de snelheid in een punt van de bronas wordt verkleind of
vergroot al naar gelang dit punt beneden of boven de put ligt.

Merk op, dat de snelheid v(0,2) een volumesnelheid is. Dit
houdt in, dat door een oppervlaktedlement 40, in het n»unt (C,z)
locdrecht op de bronas, in cpwaartse richting*v(&,z)d@ kubieke meter
water per dag stroomt. De ware stroomsnelheid van het door de porien

van het zand stromende water is ongeveer het drievoud van de volume-
snelheid.

Als numerielkte 1llustratie beschouwen we een homogeen zand met
een put ter sterite 0 = 250 in het punt P van de z-as met codrdinaat

S = 90, We onderscheiden de volgende drie gevallen,

I. De put is aan weerszijden ingesloten door de horizontale
ondccrlaatbare kleilagen z = C en z = 120 (resn. 90 meter
onder en 30 meter boven de put).

II. Onder de vput bevindt zich een ondoorlaathare hasis z=0, doch
er is geen DLovenlaag (D =00 ),
III. Boven de put bevindt zich de ondoorlaatbare «leilarg z = 120,

doch er i1is geen basis.

Mits C£z¢ S , wordt de snelheid in de bronas in geval I gezeven door

s

(15), in geval IT dcor

L

V(@ ' )::: -g- - ......._...;M
: (x_2)2 <s+z>2]

4T

en in geval IIT door



met D = 120. In de volgende tabel is voor deze drie gevallen de
(verticale) snelheid v(0,z) weergegeven voor de punten z = 0, 20,
40, 60, 80, 90 van de bronas.
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l De volumesnelheid in de bronas (in /Qag).
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(2 lagen) (geen boven- } (geen basis)i

. - : . mmwm]:_?’f;gm), — ....t__...., e v . A oA 522 et =2 2 i . B~ e 1+ s e

z =0 0 * 0 ; 0,003340 |
" - :

20 | 0,003004 0,002416 3 0,005237 |
40 | 0,008075 0,006781 | 0,009602 |
60 | 0,023536 0,021221 | 0,024561
80 | 0,202369 0,198255 | 0,203003
’ oo E

z ;

| z

90 oG OO
S R __.__..__._J_ e

21j s de verhouding van de volumesnelheid tot de ware snelhe id

ool ™ 20N, . Ay, sl Wale e, £ S -. riAai R  hTiprl dimmapriiinnibi

(voor zand geldt ongeveer s = 1/3). Een waterdeeclije, dat zich op
het tijdstip t = O in het vunt z van de bronas bevindt, zal op het
tijdstip

%
(156) T(z)= s j v—(%%-z—y (in dagen)

1

20 vindt men in

)

aankomen bij de put P (met codrdinaat 5 e VoOTr =7
geval 1

T(20)= s . 17,4 jaar ~ 5,8 jaar,

(het interval 20< z £40 wordt in 4,0 jaar doorlonen en het interval
40«2z €90 in 1,8 jaar). Analoog vindt men in geval III

T(20)= s. 14,1 jaar ~ 3,7 jaar.

De potentiaal @('r;z) kan voor grote wazrden r met behulp van
(8) of (9) gemakkeliik worden berekend. Zoals we hebben laten zien
is bev. in het géval Cq = C, =00 deze potentiaal ook voor kleine
waarden r betrekkelijk gemakkelijk te berekenen. De vraag 1s nu,
hoe men in het algemene geval (cl en C, willekeurig) het stromings-
beeld in de buurt van de bronas zou kunnen berekenen. ‘

Voor het algemene geval wordt in appendix IV de volgende, voor
elke waarde r Z0 geldende, formule voor de potentiaal bewezen,
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(17) C{?(r,z)m ?O(r,z) ~ 21:91—(1) [ ;Lg?-:_t%ﬂl JO(A%)dA .

Hierin is J | (x) de gewone Besselfunctie en is @_ (r,z) de vpotentiaal

van het S'tromlngsbe 21ld, dat ontstaat door Cq door O en Ch door oo
te vervangen (terwijl Q, D en S onveranderd blijven). Verder hebben

we

(18) f(z,s 'A),.._. Cosh‘kg L >\Cosh }-—-—5 +T Sinh A%—%]

D
- Sinh:)\:—D:-:}[

9;_____ Sinh A ,_{_::_%_]

D D 2

en
(19) g(A): Cosh A [ (T+T) Cosh) + (>\ + --::—---) ulnhk} .
Hilerin 1s, evenals vroeger,

Ci- = --]-)--- 2Tl T = D

kcl kcz
en verder
X, _~X X =X
Cosh x = %8~ en  simn x = &38|

Teneinde ietwat hanteerbare formules te krijgen, beperken we ons

verder tot het geval, dat de basislaag z = O ondoorlaatbaar is, d.w.z,.
tot het geval Cop = s Dan geldt T = 0 en wordt formule (17) wegens

(18) en (19)
5 rCosh 7‘3 COoh} 2 (5——)

(20) ?(r,z): ?O(r',z)- =D D o D' aA,

Cosh A [Slnh) + %—- Coqh\)\]

Hierin is de tweede term van het rechterlid gelijk asn het verschil
van de potentiaalfuncties C{J(r,z) en @O(r,z) behoirende bi] de ge-
vallen, waarin de bovenlaag een weerstand Cq Tesp. een weerstand O
heeft (terwijl steeds Co = o)., In het algemeen is evenwel Cy £r00T

en interesseren we ons meer voor het verschil van de potentiaalfunc-
ties @(r,z) en c?l(r,z) , wanneer ,(r,z) de potentiaal voorstelt

behorende bij het geval ¢y = c, =00 (en de zelfde waarden Q, D eng).

Nu geldt voor Cq =% , dat G = kD 0., Zouden we nu in formule
°1

(20) de limietovergang G-+ 0 toepassen, dan treedt een (in het punt
A= 0) divergente integraal op. Dit bezwaar kan gemakkeli]k onder-
vangen worden door op te merken, dat een potentiaalfunctie slechts
op een (van r en z onafhankelijke) constante na is bepaald. We mogen

dus formule (20)vervangen door
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wairin de voorkomende intesrasl wel convergeert. Door de formules
(21} en (22) wvan elkazr af te treckken Vindmﬂ We

Voor de in (23) voorkomende functie ?1(1*,%) volegt uit (14},
{l@}, (11§$ (12> ern <1§}

(24)
Ty 2m) =5+ Z
"':5#';5“)'1" \_t/( )( ED ) +
S+ 7 \f( 2m ) --’5---*?
It (~55 }
en wel is de in het rechterlid voorkorende rezlis convergent voor

r< 2D -5 - z. Zen analoge ontwikkeling vindt men voor de functie

©(r,z)-¢ (r z) wanneer men de in (23) voorkomende Besselfunctie

d@@r ziin r@eksontw1k celing vervangt:

o0
J (’.}....E) — :>: M )*’f-’m
Q D - : :O m; + 1 QD

Dan volgt nl.

(25)

O g } i
| ( ) Q Cosh ’A“"ﬁ"" }' Cogh ""“"""""‘" “*,L‘( t)

Po(r,z)= Dlrrt T .
1t <k D a Slﬂh)\[ 2 Slnh’\ +C0s! XT

#-

Nt m ; ™ ) ool f:?m
9 S—-‘ )Qm (a-l] Cesh cos 11........... m}w d)\
ﬂ D m=1 mé mi

Slnh)EG, Sinh A +Cosh \]

de in (25) voorkomende reeks kan men bewiizen, édat s1j con-
vergeert voor r ¢ 2 D-3 - z, De formules (23) en (24} resp. (25) en
(24) stellen ons (althans in principe) in staat 4z no%@n“tlml Cf(r 7, )
(voor het geval C, =03 en cy willekourig) te berekenen in de buurt
van de bronas.



weer aan, dat de basis z = 0 ondoorlaatbaar 1S, QeWeDea

TR d @
il F

Verder is de
enn groot (b.v, Cy = @%%ﬂ} en het vermoeden 1;gt dus voor de

s het stromingsbeeld welnig

in de omgeving van de brone

i
%%%%%

hmwd
verandert,

KE T W WY - - . o) . - - :
wannecr we deze bovenlaas door een ondoorlaatbare kleil-

laxg vervangcen.
| ,. % . e
Ondermeer zal de verticale snelheidscommonenty

iy, - ¢ o~ ¥ ' “ . D, P : " (™Y 0 : ; '
weinig afwiiken van de overeenkomstige commonent

behorende bij het geval ¢y = ¢, =9, tenzij 2D-z-% zeer klein is.

Voor dit verschil

V(irsz)= vir,z)- vy(r,z)

geldt wegens (23)

Cth)s Sinh A m J (Xi} 3

{96> V(T,%)‘ﬂ - “M*f%“““g .
WD Sinh) {& ”mn\ + mmh'\}

ie zullen nu een (zeer ruwe) bovengrens afleiden voor de in (26)
voorkomende integraal, ten einde het vermoeden te ondersoeken, dat
Vir,z) klein is.

Ter verkorting stellen we

-

we merken on, dat zowel p als o in het interval [: 1\ liggen, For-

mule (26) kan nu geschreven worden als
(X

- G G [ D s . Lo
(28)  Vlmya)m - T T Ty TR
.

Uit de congelijkheden

~2D A ~2a N ~
l—g <P/ 1+e <4 }

—S5— £ 13 0&£=——v<£2; =12, (=)5 + 1,
1—-e 1+ e -

0%

en (28) volgt dus

(29) ‘V(rmﬁ) ‘



De functie

)
- . o SRS N, o vy e o - . me -
P Tanch A = E=%- >
s heeft het verloon, dat in neven-
€ staande figuur 1s weergegeven.
% p) Stellen we € = Tangh 1 don geldt
4 dus

< AZ1 dat ATanghd + T 3X& +T
1 . AT&"I b) +{\ >\£, .

Wegens &= Tangh 1 = 0,7616, C = ”:"g*“ en (27) volgt tenslotte de

€Cy
cngelijkheid
,; 0,762 kc x 1
’ 1 2D
(31) |v(r, z)%é- 0,209 kch In (1+ — 5+ oD-z-% | *

Als numerieke illustratie kiezen we het reeds vroeger beschouw-
de geval Q = 250, D = 120, é = 90, Zij verder k = 30 en ¢4 = 3500,
Dan volgt uit (31) voor O zgz %= 90

., _ Apa e
iV(r,z)} < 0,415.10 > [6,5(} +L@§\I = 4,306.10 ) 0

Zouden we dus in het beschouwde geval Fformule(24) hebben toegepast
voor de berekening van het snelheidsveld (welke Tformule alleen exact
geldt als cq = ¢, =00), dan is de gemaakte fout in de verticale
component van de snelheid ten hoogste 10“5 (en in werkelijkheid
veel kleiner, daar formule (31) slechts een ruwe bovengrens geeft) .
Voor 20 £z £90 is v,(0,23)Z 0,003 (v.g.1l. de eerste kolom van de
tabel op blz. 6) en is dus de afwijking van v{0,z) ten hoogste 1%,
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D21t numerieke voorbeeld bevestigt dus ons vermoeden, dat men,
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APPENDIX I.

Een homogeen horizontaal zandpakket (doorlatendheid k) wordt

aan weerszijden begrensd door twee horizontale homogene kleilagen
z = O en z = D met weerstanden Cp, T'ESDs Cqa In het nunt P van de
z—-as, Op een hoogte §' boven de basislaag z = O, bevindt zich een

put ter sterkte Q. Gevraagd wordt te bewijzen, dat voor de resulte-
rende potentiaal formule (2) (zie tekst) geldt.

Vooreerst moet deze potentiaanl CF’ (r,z) voldoen aan de continui-
teitsvergelijking

2 &
(1) é._f.;.}_?f.,.w:o

?):::'2 ror '822

in elk van P verschillend vpunt (r,z) van het zandnakket., Verder
gelden de randvoorwaarden

“OW 1 B
(2) ﬁ“EE; = 0 als z = 0
4 /B@ 1 .
(3) OWZ+ E"&"i' = 0O 7z = D ,

agnnemende, dat buiten de kleilagen de zoetwaternotentiaal nul is,.

Tenslotte moet ‘{0 (r,z) in het punt (OS) een singularitelt hebben
van de vorm

_ 9 s - o
T N/ p +(2z-23)

Men kan bewijzen, dat er precies één begrensde functie ¢ (r,z) is,
welke aan genoemde voorwasrde voldoet,
Beschouw nu een cylindervormige buis met straal a en lengte Dj

deze buis wordt in het zandpakket zodanig opgesteld, dat z1lin
rotatieas met de z-as samenvalt.

We veronderstellen verder, dat

1. De stukken O gz¢t- % h en £+ % hgzg D (h>0) van deze
buis geen water doorlaten.

2, Het gedeelte S - 3 hgz <€ + * n van de buis geperforeerd
1Se

3, Door het geperforeerde gedeelte per oppervliakte=eenheld
een hoeveelheid water

Q
2T ah

per tijdseenheid naar binnen wordt gez0g8Cl.
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1im  1im
r W i,f a “"* é "

e zullen nu allereerst de functie
4 % o Vamy .
r2 a aan (1}, (2} en (3)e Verder hehhen we voor = 9

d RQ(}:) ; dK (x)
o
“g“”§“"'+ = P = KO(X) .
X

Voor elke keuze van de reéle constanten.raen.e is dus de functie

lr) cos(szméa)

een oplossing van de differentisalvergelijking {(1). Ve trachten nu
U 7 zodanig te bepalen, dat bovendien aan de randvoorwaarden (2)
wordt voldaan. Dit is dan en alleen dan het geval, wanneer

eIl

Dit geeft

1
tg @ - -
kczrb
en
Jus 1
kc !J +‘th
'tg' D = 1 . —
F 1- kcl tg 6 ) ’
Stellen we
_ D D
Tegr en T -k




Men kan bewijzen, dat all:z onlossingen A van (6) regdel zijn. Yanneer
is van de trarscendente vergeliijking (7),

) - ” , ryy, y .
) , €en willekourice

wonneer verder [A

dan voldoet dus de functie

T A g -
RQ( &nr) cos(;/ténz Qn)

differentiaalvergelijking (1) en aan de randvoorwaarden (2)

en (3), Opdat deze functie re€el is voor r >0 moeten we eisen !u n> OF-

_ i
verder nemen we aan, dat 0 <& < 3 .

We trachten nu de reele constanten Ch1Cqrese zodanig te bepalen

dat de Tunctie
S

(r’z)=J2:" C, Kogpﬁr) cosquhmwéé),

=0

welke reeds de voorwaarden (1), (2) en (3) vervult, bovendien voldoet

aan de veoor r =a geldende randvoorwaarde (5). Hierbij doorloopt

'— alle positieve wortels van de transcencdente vergelijking

—ax =

is voor de funcitie (7) voorwaarde (5) aecuivalent met

0 als 05z -
(8) =02als$+ + hszgD

TR
)
-

or
-
O
O
1),
&
v
N
S
s
Moot
1

:m als§»%h{z§§“+ %:h,;
waarin

(9) dy = = ¢y 8 M Ky a).

Men bewijst gemakkelijk, dat

N

| cos(f-bnz Gn) COS(;‘WmZ Qm) C als /.L n ?éfm

A
en uit (8) volgt dus
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f’v&%_ N
(10) dnr. ] 0032 (/u,nz~9n) dz = -2"'.’,7*-9‘};5 / COSH(/\JnZMGH)dZ,
0 Wi Aa

waarmee d_ en c  en wegens (7) dus ookﬂ9ﬁ(r,z) bekend zi]Jne.

Stellen we
1 2 »
K; = ‘ COS (r-‘/nZM @n)dz
0
dan volgt uit (10)
_ : B O
(11) lim dn = 3T R An COS (f«‘nf’ -Qn)

h— O
Verder geldt wegens

1im X Kl(x)z 1
x—> 0O

en (9), dat

1lim cn = - dn
o 20

en dus hebben we in verband met (11):

1im 1lim ¢ = - 9 _ A cos - ) o
h=>0 a-20 n 2T K g} qun? N

Wegens (7) en (4) vinden we tenslotte

<=
(12) @(r, z)= - -2-.-,9,—1—{ %;o Al cos(ﬁgmﬂl) cos({uvnz--%) Kg(ﬁnr) ’

welke oplossing inderdaad aan alle gestelde voorwaarden blijkt te
voldoen.

Opme In het bijzondere geval c, = Co —oaeyvoldoet ook de functie
log r aan (1), (2) en (3). Daardoor heeft de formule voor P (r,2)
in dit geval een iets andere gedasnte (zie formule (6) van tekst).



APPENDIX 11.

oo

In formule (2) (zie tekst) ziin de eigenwosrden M-, van groot
pelang. We weten, dat A n = /u..nD een positieve wortel is van de trans-
cendente vergelijking

G+ U

(1) -tg >\ = U ¥
A— T
A
waarin U = 2 enT = = kleine, niet-negatieve getallen zi]
Wy e &I‘ f s kol , Eé-_' A VU A N -~ 8 i m*ie;ﬁﬁ‘u 1@% @ tag,@ (e eI}. M].w Jnﬂ
In deze aprendix zullen we enkele nractisch bruikbare formules aan—

geven voor de wortels van deze verselijking., Goede benaduringsfor-

mules zijn (18) en (23%3), waarin 35 TEST . 2/7 decor (3) resv., (4) wordt
gedefinieerd.

De wortels van (1) corresnonderen met de sniinunten van de

Krommen
7 4+ C
Y:A“gmazﬁ enYm“bg:)\
A

in het A-Y-vlak. De eerste kromme heeft A= + Yo T als verticale
asymptoten en de A —as als horizontale asymptoot. De tweede heceft de

. a— /
verticale asymptoten A= (N+3)0 f
: ! / 5
g
;
b
@
] i
{
!
{ | E '} / }
g {
i | /
l ' ‘ ,
: .
1 n | /
i 8 z
: | i / ‘
i i
I, ] ;
{



Daar ¢ en U klein zijn, geldt blijltbacr voor de »nozitisve wortel van

(1)
{?) A :I’l?r'i‘g (-@mm"@ ™~

% v < 4 , e ? o ? $ v @ } 9
¢! n ;

waarin & n> 0 een kleine grootheid is.

Ter bekorting zullen we stellen

hebben we

. 7
(5) M £i3° .

Vergelijking (1) wordt

(6) (o) A2
)

Ve beweren, dat voor de wortels >\ n Van (5) de volegende reeks-—

ontwikkelingen gelden

. 2 /\‘ w1k
(7) Ao T {F%31 24,k 37

(8) A =nT + Z b(n) %'1 .

als n 21. Deze bewering volgt onmiddellijk uit de volgende, bekende
stelling uit de functietheorie,

213 f(é,v,z) een functie, welke in een zekere omgeving van het
punt (§,’7,Z) = (0,0,z_) oneindig vaak differentieerbaar 1s. Lagt
verder voldaan zijn aan

f(O,O,zO) = 0

en




Onder deze vcorwaarden heeft de vergelijlking £( 3& NTEAE

welke kan worden ontwikkeld in de machtrecks
A :
: s
7, = Y -+ C. \
°  dfky1 boF 3 7

welke voor l; en [47( voldoende klein absoluut convergeert,
We zullen nu aangeven hoe men de in (7) en (8) voorliomenie
coefficienten kan berekenen.

We zullen gebrulk maken van het feit, dat voor de met
)

y:::z: Ck}{k

k=1

0) inverse reeks
.

k=1

de eerste coéffieénten worden gegeven door

-1
dy = ¢4
_ -3
d2 = =Cq Ch
B -5 2 -4

_ -7 3 = =6 -2 .
d4 = b Cq 02+ A Cy~ Cop 03 - Cq17 C4

Vooreerst beschouwen we de ontwikkeling (7). dAan vergelijking
(6) wordt voldaan door A = P o° Verder heeft het linkerlid van (6)
het nulpunt )\ 47 Daar ) ~ 47 klein is, geldt dus de convergentie

@ntw1kkellngfwj

(10) >=:2_..,., e (NS —m)E
< —q k O /7
met
A N e
(11) oy = Ky | LK
.* aAx

Verder merken we opn, dat

(12) g x = 7 = A x ol
m=0
met
B .
X m+ 1 m+ 2mt 2y
m = e (-2
waarin
ml” Mul'-m# --m:]..'mw m-.;w# ma*’
B1 =85 B, =303 B3 433 B=357 B8 -



1 2 17 a0
— 1 e “ —  nad . % Tt s L “ o —————————— L Ve — - ﬁ*lw
(13) X = 13 %1 =53 F 3 = 535 5 Yy = s

Uit (11) en (12) volgt na enige berekening
(X

| _ > m+k--l
(14) °k T 3 ( -1 m-i-kmlO?

en dus in het bijzonder wegens (13)

|

Cq

®
™D
|

(15)

y

De coefficienten van de met (10) inverse reeks

(16) A 7 = D a g

k=1

worden door (9) gegeven. Wegens (15) hebben we dus

reeks (7). Wegen% ( ) zal de volgende formule ) bepalen op een

fout van de orde é‘ 5 NA e



Tensleotte zullen we de in (8) voorkomende coef icienten big_nz
| ?.ﬁ.‘

- {=1

'f : - . k.
Hegens (12) en (13) is dus/ e gelijk aan de coefficient van X 1in

de ontwikkeling wvan de functie

De coefficienten vmi}ge met (19) inverse reeks

™~
l k
(21) An - ni = f";“ 8}{%

worden gegeven door (9) (mits we c, en &, door /.
. X f 4
vangen). Dus




""’gl -

Uit (21) en (22) kan men )n op een betrekkelijk ecnvoudige wijze
berekenen. Ontwikkelt men () ) N2Aar onklimmende machten van /7 , Gan
ontstaat uit (21) de dubbelreeks (8). Door de eerste termen in dege
reeks te beschouwen ontstaat de volgende benaderingsiformule

z $° (3 (2 /3 %/17

(23) >‘n: n i 4 w‘?--m—'-'f—-m-i-g')

[ Y

A (7))




» | Y o = _ , o o
Neem aan, aat zowel c 7 2 Is ¢, “2n der warrder O 5f coarnneenmt.
s

= 4 1 2l ¢. = + o0

1 i C. = e D

i
i

en beschouw het veld in een oneindig homogeen zand, dat ontatont
door de velgende re=ks putten en bronren On 0e =~0S,

1. Fen put ter stericte 0 in de nunten 4n o 4 f .
% T 01 1 0l & 5 Q . . . in .
4 . 1y 1y s oF X‘ 18” ﬁ ¥ ¥ 1 (ﬂ"‘“}-ﬁ- 2Y :
waarbij n ae gohelr gotallen doorloont., Voor "<z« D is het resul.-
terende wld een pctentiaalfunctiz (d.w.wn. voldoet aana P = Q) met
uitzondering van het punt \";““ cp de z-as, alwasr oich een put ter
-

sterkte ¢ bevindt. Verder is het vliak z = D (resn. z = 7)) een notri-
tiaalviak of stroomvlak al naar gelang*cl (resv. c?}gw?kxﬂ{:uzﬁmmz

O of+?, Voor OC< <D is dus het resulterende fﬁ;‘::'tf’i‘m‘iin sheeld identicw
met het gezochte stromingsbeeld van de put P tussen e klellacen.

De gezochte potentiaal Qf’ (r,z) {(welke om een constonie nn hensald
is)

?fj

wordt dus gegeven door

ff""m.\
A
4 ) ¥ 1
(l} L . * p—— e o s _,_:ﬂ,w e —
4+ (inDr D=tz -
.;,LJ
. i .\
(149 ) (24 VO
& ¥
N 4 —
De van r en 7 cnafharkeliike constanten C dianen zodanig te worde:n:

gekozen, dat de recks in het rechterlid va..n (1) cornverrseert, Wo
Kiezen

(u) Cm = Xﬂ als n==0

4
2 C " on=0 ;j

[l
l

hierin zij C = C,5772... de constante van Zuler.

Yanneer we stellen




erl

(4) R = - . X _f“z . *_f)a.'*' Z
‘ 4D 7Y T AD Y T 4D ¢

A
dan kan (1) geschreven werden als’ )

CP (I‘ Z)"‘ - lw/\:.(R €l>"<-)"l"<V {X(R p,.[))ai-& A R §)+X%\n +OL)]

!
De definitie (3) van A(é,y) is wegens (2) aecuivalent met

(6)  A(fy)= = - B(£,y)= B(S,-y)

als OO —
N 1 1
(7) B(; y)ﬁ-- C + TR °
’ 4:..?1 1 V é 2 tngy) @
Nu volgt met behulp van de rest-stelling van Lagrange
2m 2N
1 4=4 s 2

-’

— vl ' < -
:?.__——-__———'—.____.2— = C = =i e o C} i $
)/ +(n+vy) m=0 m (n+v) 2n 1 I (n+y)2NT

hierin 1s N een willekeurig natuurlijk getal, S, een (van N, é en
n+y afhankelijk) redel getal 2 0 en <1 en

_ ml 3 5 2m=1
(8) Cm -— (*""‘1) 2 ¢ 4 » 6 e ¢ @ 2m
(CO == 1) « Dus geef‘t ( . ,\%m’ c}i
- T 2m / 1
(9) B( )= - ¢ + a 1 _ ..........]:....... - 2 C —_— +
/Sy n=1 { n n+y m=1 m% l’lﬁl (1’1’*‘ )2m+1 RN-
me’t .

, A~ 2 1
(10) Ry = HOCN% NS
| V'
(0EOF 1)
Voor de functie g.) (v)= -a-—- in \ (y+1) geldt

en #_ Z
%(2111)(‘?): - (21'11)1 —" ”"’"""‘““"""""""‘1_’“"“"“““‘“ (m ~ 132933*”)

WSS WARES BN wgelity SN aniliGer e aatileg woRRR Sweine OTRDIR RN wasgiien UGN Gy MRS g

X) Wanneer Cq = Cp = X resp. Cq = Cp = 0), dan geldt » 8 = 1 (resp.
‘ = ~1) en kan (5) worden vereenvoudigd tot tres 'termen We Zena

A(éc 93")” A(.‘B y""y) en
A(é V) + A(3S y+3)= 2 A(2:¢ 2y)+4 In 2 .
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Dus volgt uit (8) en (9)

N-1
(13) B(éy):' %‘;b (D" e (}"%2') o (7//(2111) (y) + By

We zullen aannemen, dat y> -1l. Dan volgt uit (10)

C> _
2N du
s [ i -
...-.~.- N ON+ 1
[(Hy) N (ut 7)<
;f,é,’ T
en dus wegens
| P iy
ON .
2N (% +y) 2N+ 1
Voor l _:.-% {g 14y ge 1d't dus lim RT O ofwel
N->on

(12) B<§,y>-— (=)™ L

De grootheden y, welke optreden bij de berekening van @(r, 7) met

behulp van (5), (6) en (12) (en wel +o¢, __-i:_ﬂ, + (5= /3) y + (34K ))
b

zijn steeds > - 7 en deze berekening 1s dus bruikbear voor
1 -

R = =X

2 <
iD ) deWeZe vOoor & D,
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APPENDIX IV,

In deze appendix zullen we de (in de tekst vonrkomende) formule

« | . . . o
(17) bewijzen. De hierin optredende functie “’(r,z) voldoet azan

AV » 2
(1) 'a—__?+ %?)"? +B< r O als Oz 0,
T
P2 ,,
(2) Nz --'Ea“g-g@m O als z = (O
P
1 - _
(3) ’b"""z""'l'&"é“{@“"o als z = D

en heeft verder in het punt (Og)) een singulariteit van de vorm

(4) - IQR“F 1:—._:?-—__-_—:--—:1-'-:--;5 .
’ v r +(z-f}
Verder voldoet de voorkomende functie ?C’O(r,z) aan (1), aan

0
(5) 5—?%:0 als z = 0 ,

(6) % = 0 ' 2ls z = D ,

en verder heeft @O(r, z) eveneens een singulariteit van de vorm (4)
in het punt (0,P).
Hieruit volgt, dat de functie

(7) %r,z)z@(r,Z)wgo(r,Z)

in de strook 0X£zXD geen singulariteiten heeft, en aldaar weer aan
(1) voldoet. Verder geldt wegens (2) en (5)

(8) —?-é/ — kl ¢z T;%Z @O(r,O) als z = O

GZ#
‘/ . 4 | |
(9) /%Y -+ *i:ms[: -[DW?EQJ als z = D .
Z <Cq 0Z | -7

De functie y/-(r,z) wordt door bovengencemde eligenschappen eenduldilg

*

bepaald. We merken nog op, dat, wegens formule (2) (uit de tekst),
vVoor ?90 (r,z) de volgende reeksontwikkeling geldt

(Cx2
- 2n+1)77§ (on+1)11 = (2n+ )71
(10) CPO(I‘S,Z):: m“ﬁiﬁ ﬂZO COS(*L**WZ:D ) COS(W”“Q'*DW) Ko(w?ﬁmm}

Wanneer JO(K} de gewone Besselfunctie voorstelt (van de ecerste
soort en van de orde nul), dan voldoet wegens



2 \

» ~ p - -
d ~ o A% .4 o

de functie

A s
Cosh / ZJQ( ) r) recn. Sinh A oz J (A7)

L

o w
m w-é::’ T » " 1 » N - " "
: s AdAlifferentiaalversaas 1iking 1Y voor 2l lrume ver 4 1ot ot e
aan de differentiaalvergelijking (1) voor e2liz “u=e veon de conota-ie

A . Daarom zullen we trachten de (overal reo ~uliere)
voor te stellen door de integrasl
o

(11)

. ‘ " 4 - L 2 | o )
en wel door een geschikte keuze van de functies Al }} enn D(aYe A mriooo

| | . | - . % L . m e Y
weten we, dat een door (11) gedefinieerde Ffunciiec stesds =an (1)

vOLAOO
ST ﬁ@;n) .

fui-iF

» L -y » 4 . % f% . | 1 o | $m o, » b m:i:! - ; - - o,
et ( mits differentiatiec "ondor het inte, Lo Lteiran Lo LOesfu

Wegens (8) en (9) moet gelden voor elke wn wde r >0

.....

+ B(A)f a) Cosh /\D + 7;%“ Sinh A

Nu volgt, onder Zeer algemane voorwaardsn, ult

(r3 0)

Oy 0)

+ (12) en (13) volgcen dus de formules

AN
e ]’? 5‘1‘ é'!w'.ﬁé‘i ?

(16) E(k}m m}‘. LY {:r? O) JD( *’"\ I‘)‘I‘ ar ¢

D
(17) F(A)m + \ / BW JO(/\I") r AT .
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Met (14) en (15) kunnen we A(X) en B(A) uitdrultken in 1 { A) en F( AP

We zullen nu de functies 7‘?()'} en F(X benalen uit (18) en (17)
door gebruik te maken van de reeksontwikleling (10) voor®

G{r,ﬁ} en
van de formule

geldig voor a~>0 (zie WATSON, blz. 410)., Uit (10) volgt

Q N 2n+ 1l - SR G W
LA 2 cos((2ly ¢ ((232)iy

en gebruik makend van (18) volgt ui? (16) dus
) )

cou((n+ )
(19) E(% Nk 2__0 ) +[ “

Analoog volgt uit (17)

2.
(20) (D= A3 < :
Y)=

We merken op, dat é b voldoet aan O <')< le

Uit de theorie van de Fourieranalyse weten we, dat "elke' wvoor
0= %f 1 gedeflnleerde functie h(g) kan worden ontwikkeld in de

.*r : {I ;
{3

(0L gs 1), waarin,

h = /h(/g) cos ((n+¥) W }dg

Passen we dit toe op de functie Cosh}g resne. oinh >\(1«---

(19) en (20) cmncluderen we ternslotte

Sinh A (1-—-- )
”kffT Cosh A 7
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Nu E()) en F( ,N bekend zijn, kan men met (14) en ( 15) de func-
ties A(A) en B()) bepalen en is ook de integraalveorstelling (11)
bekend. Aldus vindt men na enige bere%ening, gebruil makend van (7).

<> ,
- SinhA (1- 5"‘13‘) T Cosh /\-g (1 - %’-)-1-“*\-?{3 Sinh /\‘{lm 2y
. - /6 R
en
g(h)‘: Cosh A[@:—T) Cosh> + (M— D*;C) Sinh A]
e —
met
- B 7 _ D
C—__ kcl en ( = o .

Men gaat gemakkelijk na, dat de in (23) voorkomende integraal con-
vergeert vVoor 2 +f( 2 Da

In zekere zin is de afleiding van (23) heuristisch. Tmmers,
gedurende de afleiding waren de functies A(N) en B onbekend, en
kon dus niet worden nagegaan of de gebezigde manipulaties toelaat-
baar zijn. Achteraf moeten we dus nagaan of de door (2%) gedefi-
nieerde functie @(rﬁ. 2) aan alle gestelde voorwaarden (nole (1), (2},
(3) en (4)) voldoet. Dit blijkt inderdaad het geval te ziin.

Het is mogelijk om uit formule (23) formule (2) uit de tekst
terug te vinden. We zullen ons hierin beperken tot het gevall = C

(02 =), Dan g£aaT (23) over M‘ B& \ \
/ Cosh = Cosh Qé?- J ﬁ*ﬂ‘}

Y _ Q 1S AR A S
(24) P (r,2)=F, (r,2)- 5% , 2= 1A

W vl
r

CoshA ESinhA 4—-\? Cimzﬁw%j

A

Nu geldt voor ;.‘:» O
. (1) ;¢ Sy RS ¢
(25} H (g,;-- Jo(é) + i No(é)

- D= 36 1w,

als NQ( f) T'eSTD e H(Ol) (5() een Besselfunctie wvan de tw%:::* 20e Soort resh,.

een Hankelfunctie van de eerste soort voorstelt. ~ us kan (24)

worden geschreven als

mmmmmmmmmmmmmmmmm B p

') We beschouwen Hrc,I J (g ) alleen in het halfvlalk Im(g} 2 0. Wle memen
aan, dat voor é >0 deze functie door (25) wordt scdefinieerd

o W )
me+t No(g) redel.



Y
M e ooy

-

. Cosh/gb Cosh (1)(Ar)
(?9 __(:O Q) -
(25) (r,2)= O(T’Z)m 4R D Cosh>\[:81nh )A— Coosh\ dk
-~

We transformeren nu (25) volgens A= i Nt, Wegens

K (g)_ {/1 H(l)(lg)

vinden we dan 3 \
AW ans
[ cos =5 cos - K (=)
(26) Plr,2)-P (x,2)= 32 = Do D 4),
COSA[S:LTIA - 37

Wegens

K, (x)= 0(==)
: \ f"’X
kan de integraal in (26) worden herleid tot een som van residuen bi]

de polen van de integrand. Deze polen zijn juist de nulpunten van de
functie

COS A _ sin>\-- %7;:05 >1

En wel komen alleen de rechts van de imaginaire as gelegen nulpunten
in aanmerking. Dit zijn vooreerst de punten

AR -

(27) A = (2ns1) (n

|

O0g1y2y00e)

en verder de positieve wortels

(28) }\ e AI‘.\. (1'1 — 0,11294-;#)
van de vergelijking
(‘7
-t ) — -
AN

Na enige berekening volgt nu uit (26)
(27) P lr,2)-P (r,2)=

"N, 'f
—E--:,-_{-»-Q---ﬂ-ﬁ %O cos(n+=) -------) cos(m-l)“ Z) K, ({(n+3 ) D)
0 2 cos(x, F)cos(A SR, (\ D)
kD "o 1 4+ L sinz,\ '
T I

In verband met (10) vinden we tenslotte

_ ‘ - _
i cos MLcos |y z KO( ‘ T)

((Q(r Z)= - '
k‘rr:D — 4, L .2
n=0 , 1+G_s:r.n/‘-nD
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